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1Anotace:
Často je třeba orientovat se v komplikovaných vztazích mezi částmi nějakého celku.
Tento problém lze pěkně řešit pomocí teorie grafů. Graf G je uspořádaná dvojice (V, E), kde
V je neprázdná množina vrcholů (naše části celku) a E je množina dvouprvkových podmnožin
množiny V, zvaných hrany (tedy vztahy mezi částmi celku). G = (V,E).
Mnohdy se aplikace grafu schovává v pozadí. V řešení problému se nevyskytuje, ale velice
snadno by se jím dala vyjádřit a zdůvodnit.
Ve své práci se budu zabývat optimalizačními úlohami na grafu. Příkladem je problém
maximálního toku v síti, který řešíme na orientovaných grafech. Na neorientovaných grafech
nás bude zajímat hledání minimální kostry.
Klíčová slova:
Orientovaný graf, neorientovaný graf, cesta, cyklus, strom, kostra grafu, síť, tok
Annotation:
It is often necessary to be oriented in the complicated relations between parts of a unit.
This problem can be solved by the graphs’ theory very well. Graph G is an ordered pair (V,E)
where V is a non-empty set of vertices (our parts of the unit) and E is a set of two-element
subsets of the set V called arcs (i.e. relations between parts of the unit). G= (V,E)
The graph aplication is frequently hidden. It is not found in the solution of the problem, but
could be used to express and substantiate it quite easily.
In my work I will deal with optimization problems of a graph. Problem of the maximum
network flow that we solve using directed graph can be an example. As for non-directed
graphs, we will be interested in the search of a minimum frame of a graph.
Key words:
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61. ÚVOD
Teorie grafů zkoumá vlastnosti struktur zvaných grafy. Graf G je uspořádaná dvojice (V, E),
kde V je neprázdná množina vrcholů a E je množina dvouprvkových podmnožin množiny V,
zvaných hrany. G = (V, E).
Pomocí grafů lze reprezentovat struktury a úlohy z nejrůznějších oborů. Taktéž mnoho
problémů praktického života může být formulováno jako úloha teorie grafů.
Struktura grafu může být rozšířena o ohodnocení hran (také označováno jako váha; může
reprezentovat délku, náklady na přesun, průchodnost apod.) nebo vrcholu. Výsledkem je
model reálné sítě. Takové modely se používají například pro analýzu dopravy.
1.1 HISTORICKÝ VÝVOJ
Teorie grafů je poměrně mladá matematická disciplína, která je součástí diskrétní matematiky.
Tradičně se za zakladatele teorie grafů považuje švýcarský matematik Leonhard Euler (1707-
1783), který roku 1736 ve své práci Solutio problemas ad geometriam situs pertinentis řešil
úlohu, jak projít přes sedm mostů města Königsbergu (každý z nich právě jednou) a vrátit se
do výchozího místa. To v moderní teorii odpovídá pojmu eulerovský graf – jednoduše
se jedná o graf, který lze „nakreslit jedním tahem“. S Eulerovým jménem je také spojena
"úloha šachové figury jezdce", která v grafové interpretaci vede k nalezení hamiltonovské
kružnice v grafu.
V roce 1845 publikoval Gustav Kirchhoff (1824-1887) zákony, které platí v elektrických
obvodech a slouží k výpočtu napětí a proudu v jednotlivých větvích obvodu. V teorii grafů
našly své uplatnění při studiu tzv. toků v sítích. V souvislosti s řešením soustav lineárních
algebraických rovnic, které při výpočtu obdržel, rozpracoval některé otázky z teorie stromů.
Roku 1852 předložil Francis Guthrie (1a831-1899) takzvaný problém čtyř barev - tedy
otázku, zda je možné obarvit libovolnou mapu pomocí nejvýše čtyř barev tak, aby každé dvě
sousední země (které mají společnou hranici delší než jediný bod) měly odlišnou barvu. Byl
vyřešen až o více než sto let později (r.1976 s využitím počítačů), přičemž pro jeho řešení
bylo zavedeno mnoho zásadních konceptů teorie grafů.
V roce 1859 vymyslel sir William Rowan Hamilton (1805-1865) hru, kterou nazval „Icosian
Game“. Šlo v ní o hledání hamiltonovských kružnic v grafu, který odpovídá pravidelnému
dvanáctistěnu.
První monografií zcela věnovanou teorii grafů je kniha maďarského matematika Dénese
Königa (1884-1944) Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, která vyšla v Lipsku
v roce 1936. Zde ve čtrnácti kapitolách své knihy soustředil prakticky všechny tehdejší
znalosti této nové matematické disciplíny. Tato kniha sloužila po dlouhá léta jako jediná
učebnice teorie grafů.
Další knihy věnované teorii grafů se objevují až na konci padesátých a v šedesátých letech.
V této době dochází k bouřlivému rozvoji teorie grafů, který trvá prakticky až dodnes.
Z nejznámějších knih jmenujme alespoň Théorie des Graphes et ses Applications
francouzského matematika Clauda Berge (vyšla r.1958). V roce 1962 ji následovala kniha
Theory of Graphs významného norského matematika Oysteina Oreho (1899-1968).
V roce 1969 napsal svoji první knihu věnovanou teorii grafů (Graph Theory) americký
matematik Frank Harary. V následujícím období se objevuje celá řada dalších publikací
od různých autorů a přicházejí i první knihy věnované speciálním částem teorie grafů.
71.2 NEJZNÁMĚJŠÍ ÚLOHY
1.2.1 Úloha o sedmi mostech města Königsberg
Městem Königsberg teče řeka
Pregel. V této řece jsou dva
ostrovy, které byly s pevninou
a vzájemně propojeny sedmi
mosty. Úkolem je zjistit, zda je
možné vyjít z jednoho místa,
projít po každém mostě právě
jednou a skončit procházku
ve výchozím bodě. (viz obr.1)
1.2.2 Úloha jezdce
Může figura znázorňující koně projít šachovnici (o 64 polích) tak, aby každým polem prošel
právě jednou a posledním tahem se vrátil na výchozí pole? Uvažujme graf, jehož uzly jsou
jednotlivá pole na šachovnici. Dva uzly jsou pak spojeny hranou právě tehdy, když jezdec
může skočit z jednoho pole na druhé. Hledáme hamiltonovskou kružnici. Již dávno je známo,
že taková kružnice existuje. Dodnes se ovšem neví, kolik jich je.
1.2.3 Problém čtyř barev
Problém čtyř barev byl původně formulován pro politické mapy států. Výrobci map chtěli
státy barevně odlišit, aby každé dva sousední měly různé barvy. Přitom chtěli mapy tisknout
co nejlevněji, tedy s nejmenším možným počtem barev. Není problém nakreslit čtyři státy tak,
že každý s každým sousedí, a proto 4 barvy jsou někdy potřebné. Praxe brzy ukázala, že 4
barvy vždy stačí, ale matematici si dlouho lámali hlavy s tím, proč tomu tak je …
1.2.4 Hamiltonova hra („Icosian Game“)
Úkolem je „cestovat“ z vrcholu do vrcholu po hranách polyedru za předepsaných podmínek.
Hamilton rozvinul povrch dvanáctistěnu do roviny a připojil ke každému z 20 vrcholů jméno
jednoho světového velkoměsta. Nabídl jednomu tvůrci hraček výrobu hlavolamu, jehož
řešením je cesta kolem světa po hranách
daného dvanáctistěnu, během níž se
vyjde z některého města a každým
z dalších měst se projde právě jednou a
nakonec se vrátí do výchozího města.
Tedy je dán graf o 20 uzlech (vrcholy
dvanáctistěnu), hrany grafu odpovídají
hranám dvanáctistěnu. Úkolem je
v tomto grafu najít kružnici procházející
všemi uzly. Jedno z řešení je znázorněno
na obr.2.
1.2.5 Problém obchodního cestujícího
Obchodní cestující má projít danou množinou měst a vrátit se tam, odkud vyšel. Náklady
na jeho cestu přitom mají být co nejmenší. Situaci lze popsat ohodnoceným grafem, v němž
vrcholy jsou jednotlivá města. Hranou spojíme města, mezi nimiž existuje přímé dopravní
spojení, a každé hraně přiřadíme náklady spojené s cestováním mezi danými vrcholy. Jakkoli
jednoduchý se problém zdá, jde o jeden z nejkomplikovanějších problémů diskrétní
matematiky.
Obr.1 – úloha o sedmi mostech města Königsberg
Obr.2 – Hamiltonovy kružnice
82. Neorientované grafy
Jednoduché grafy
Graf  G je uspořádaná dvojice ),( EV , kde V je neprázdná množina vrcholů a E je množina
dvouprvkových podmnožin množiny V, zvaných hrany.
Grafy nejčastěji znázorňujeme diagramy, ve kterých vrcholy jsou reprezentovány kroužky a
hrany jsou vyjádřeny křivkami, spojujícími dvojice vrcholů. Je nutné rozlišovat mezi grafem a
jeho diagramem. V grafu je hranou dvojice vrcholů (dvouprvková množina), zatímco
v diagramu je tato hrana reprezentována čarou, která spojuje vrcholy této hrany.
Rovinné nakreslení je zobrazení grafu, kde libovolné dvě křivky přiřazené hranám mají
společné nejvýše své koncové body.
Vrcholy spojené v diagramu hranou nazýváme koncovými vrcholy této hrany. O koncových
vrcholech hrany pak říkáme, že jsou incidentní s touto hranou. Vrchol grafu, který není
incidentní s žádnou hranou, je zván izolovaným vrcholem. Vrcholy, které jsou koncovými
vrcholy téže hrany, nazýváme sousedními, opačně pak nesousední (popř. nezávislými). Pak
tedy nezávislou množinou vrcholů rozumíme množinu, ve které žádné dva vrcholy nejsou
sousední. Podobně dvě hrany jsou sousední, mají-li společný koncový vrchol.
Označení: hrany obvykle písmeny ze začátku abecedy (nejčastěji pak e,  f ), vrcholy písmeny
z konce abecedy ( u, v,…)
Jsou-li dva vrcholy spojeny více než jednou hranou, mluvíme o násobných hranách.
V případě, že jsou oba vrcholy totožné, hranu nazýváme smyčkou.
Graf, ve kterém nepřipouštíme násobné hrany ani smyčky, se nazývá jednoduchý (prostý).
V opačném případě se jedná o multigraf. Triviální graf – graf s jediným vrcholem a žádnou
hranou.
Stupeň vrcholu
Stupeň vrcholu deg(v) je počet hran, se kterými je daný vrchol incidentní.
Označení: nejmenší stupeň - )(Gd , největší stupeň - )(GD . (viz př.1)
Př.1
Graf, jehož všechny vrcholy jsou stupně r, nazýváme pravidelným grafem r-tého stupně nebo
také regulárním grafem.
Věta: Nechť G je graf s n vrcholy nvvv ,...,, 21 , kde 1³n , h (G) nechť je počet jeho hran. Pak
platí : )(2)deg(
1
Ghv
n
i
i =å
=
.
Důkaz: Každá hrana je incidentní se dvěma vrcholy, a proto přispívá jedničkou ke stupni
každého svého koncového vrcholu. Tedy na pravé straně rovnosti vyvstává dvojka. Součet
vrcholů je dvojnásobek počtu hran.
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9Graf )','( EVH  je podgrafem grafu ),( EVG , jestliže EEVV ÍÍ ',' . Pokud VV =' ,
nazýváme vzniklý graf faktorem grafu G - značíme )',( EVF . Indukovaný podgraf )','( EVI
vznikne z grafu G vynecháním některých vrcholů a všech hran incidentních k těmto
vrcholům, avšak žádných dalších hran.
Cesty a cykly
Sled je posloupnost nieanveevev inn ,...,1,1;,,...,,,, 2110 =³  jsou hrany s koncovými
vrcholy ii vav 1- .Ve sledu se mohou hrany i vrcholy opakovat.
Tah je sled, ve kterém se žádná hrana neopakuje.
Sled (resp. tah), jehož první a poslední vrchol splývají, se nazývá uzavřeným sledem (resp.
uzavřeným tahem).
Cesta je tah, ve kterém se neopakuje žádný vrchol. Označení cesty na n vrcholech Pn.
Cyklus je cesta, jejíž počáteční a koncový vrchol splývají. Označení cyklu na n vrcholech Cn.
Graf nazveme acyklický, jestliže žádný jeho podgraf není cyklem .
Délka tahu, cesty nebo cyklu je počet jeho hran. Tedy cyklus Cn má délku n, zatímco cesta Pn
má délku n-1.
Dosažitelnost, souvislost a vzdálenost grafu
Nechť )(, GVvu Î , pak vzdálenost ),( vudist dvou vrcholů vu,  v grafu G je délka nejkratší
cesty z u do v. V případě u = v pak 0),( =uudist .
Vrchol v je dosažitelný z vrcholu u, jestliže v G existuje cesta z vrcholu u do v nebo u = v.
Funkce dosažitelnost a vzdálenosti je symetrická: ),(),( uvdistvudist = . Není-li u dosažitelný
z v, pak ¥=),( vudist .
Graf, ve kterém jsou z libovolného vrcholu dosažitelné všechny ostatní vrcholy, se nazývá
souvislý graf.  V nesouvislém grafu existuje alespoň jedna dvojice navzájem nedosažitelných
vrcholů.
Komponenta grafu je maximální souvislý podgraf daného grafu G.
Excentricita vrcholu, průměr a poloměr grafu
Vzdálenost vrcholu u od vrcholu v,  který  je  v  daném  grafu G od u nejvzdálenější nazýváme
excentricitou vrcholu u a značíme )(uecc . Tedy ),(max)(
)( iGVv
vudistuecc
iÎ
= .
Největší excentricita vrcholu v grafu, tj. )(max
)(
vecc
GVvÎ
, se nazývá průměr (diametr) a  značí  se
)(Gdiam . Analogicky nejmenší excentricita vrcholu v grafu )(min
)(
vecc
GVvÎ
se nazývá poloměr
(rádius) a označuje se )(Grad . V nesouvislém grafu )(, HVwH Î"  platí:
¥==Þ¥= )()()( HradHdiamwecc
Věta: V každém grafu G je )(2)()( GradGdiamGrad ££ .
Stromy a kostry
Pojmem strom označujeme acyklický a souvislý graf.
Les je pak acyklický graf, jehož každá komponenta je strom.
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Věta: Nechť Tn je graf na n vrcholech. Potom následující tvrzení jsou ekvivalentní:
(0) Tn je strom
(1) Tn je acyklický a souvislý
(2) Tn je acyklický a má n-1 hran
(3) Tn je souvislý a má n-1 hran
Věta: Graf je stromem právě tehdy, když každé dva jeho různé vrcholy jsou spojeny jedinou
cestou.
Kostrou grafu G rozumíme podgraf v G, který je lesem, obsahuje všechny vrcholy grafu G a
na každé souvislé komponentě G indukuje strom.
Kostra daného grafu je minimální podgraf, který zachovává souvislost každé komponenty
původního grafu. Proto nám vlastně ukazuje minimální propojení daných vrcholů, ve kterém
ještě existují cesty mezi všemi dvojicemi, které byly propojeny i původně.
2.6.1 Problém minimální kostry :
Je dán souvislý ohodnocený graf G s nezáporným ohodnocením hran w. Otázkou je najít
kostru T v grafu G, která má ze všech koster nejmenší celkové ohodnocení.
Tedy na vstupu je souvislý garf G s nezáporným ohodnocením hran +® RGEw )(: .
A na výstupu kostra v G s minimálním součtem hodnot hran ÷÷ø
ö
ççè
æ å
ÎÌ )(
)(min
TEeGT
ew
Praktickou formulací úlohy je třeba propojení domů elektrickým rozvodem. Zde nás ani tak
nezajímají délky cest mezi propojujícími body, ale hlavně celková délka či cena propojení,
které musíme postavit. Vstupní graf nám přitom udává všechny možné realizovatelné
propojky s jejich cenami. (viz obr.3)
Algoritmus pro hledání minimální kostry v úplnosti vyřešili poprvé O.Borůvka a V.Jarník
(r.1926). Na ně pak navázali Kruskal(r.1956) a Prim(r.1957).
2.6.2 Hladový algoritmus hledání minimální kostry :
Hladový algoritmus – postup stylem beru vždy to nejlepší, co se zrovna nabízí. Postupně
v krocích vyberu vždy to nejlepší, co se dá.  To vyžaduje uspořádání na objektech.
· Seřadíme hrany grafu G vzestupně podle jejich ohodnoceni, tj. w(e1) ≤ w(e2)  ≤ .  .  .  ≤
w(em).
· Začneme s prázdnou množinou hran T = 0 pro kostru.
Obr.3 - souvislý graf G a jeho minimální kostra
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· Pro i  =  1,  2,  .  .  .  ,m vezmeme hranu ei a pokud { }ieT È  nevytváří kružnici, přidáme ei
do T. Jinak ei „zahodíme“.
· Na konci množina T obsahuje hrany minimální kostry váženého grafu G,w.
2.6.3 Primův algoritmus pro minimální kostru
Nechť G je daný graf o n vrcholech libovolně propojených ohodnocenými hranami.
· Krok 0 – Z daného grafu G odebereme všechny hrany. Zvolíme si libovolný vrchol jako
výchozí „část grafu“.
· Krok 1 – Obsahuje-li získaný graf n-1 hran, získali jsme hledanou minimální kostru. Jinak
jdeme na krok 2.
· Krok 2 – K „části grafu“ přidáme další hranu tak, aby: vedla z již sestavené části grafu
do nového vrcholu a ze všech takových hran vybereme tu, která má co nejmenší
ohodnocení. Vracíme se ke kroku 1.
2.6.4 Jarníkův algoritmus pro minimální kostru
Hrany na začátku neseřazujeme, ale začneme kostru vytvářet z jednoho vrcholu a v každém
kroku přidáme nejmenší z hran, které vedou z již vytvořeného podstromu do zbytku grafu.
2.6.5 Borůvkův algoritmus pro minimální kostru (náznak)
Toto je poněkud složitější algoritmus, chová se jako Jarníkův algoritmus spuštěný zároveň ze
všech vrcholů grafu najednou.
2.6.6 Příklad – Kalamita
Úkolem je sestavit krizový plán, podle kterého by se v případě sněhové kalamity udržovali jen
ty silnice daného kraje, které jsou na údržbu nejméně nákladné, a aby žádná obec nezůstala
odříznuta.
K tomu jsou potřeba podrobné informace od silničářů, jako jsou náklady na údržbu, či které
silnice jsou v zimě průběžně udržované. Náklady na údržbu nemusí vždy odpovídat délce
dané cesty. Tedy každá silnice bude ohodnocena od 1 do 10, kde desítkou bude ohodnocena
silnice nejhůře udržovatelná.
Sestavit krizový plán vlastně znamená vybrat ze seznamu silnic ty, které vedou do
odříznutých obcí a součet nákladů na jejich údržbu by měl být co nejmenší.
Mapu dané oblasti převedeme do grafu a to následujícím postupem. Nechť vrcholy jsou obce
a důležité křižovatky. Hrany jsou silnice a ohodnocení hran jsou náklady na údržbu.
Pro náš příklad použijeme okolí města Ostrava. (viz obr.4)
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Města a křižovatky z vybrané oblasti zkoumané mapy:
1. Ostrava
2. Frýdek Místek
3. Příbor
4. Paskov
5. Žabeň
6. Sviadnov
7. Chlebovice
8. Rychaltice
9. Křižovvatka 1
10. Skotnice
11. Mošnov
12. Petřvald
13. Stará Ves nad Ondřejnicí
14. Krmelín
15. Oprechtice
16. Staříč
17. Fryčovice
18. Křižovatka 2
19. Kateřinice
20. Křižovatka 3
21. Trnávka
22. Brušperk
23. Křižovatka 4
24. Ptáčník
25. Borosín
Obr.4 – mapa okolí Ostravy
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Pomocí dříve uvedeného postupu převedeme mapu na graf.(viz obr.5)
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Obr.5 – graf získaný z mapy
14
Výsledkem je jednoduchý neorientovaný graf G s celočíselným ohodnocením. Počet vrcholů
V(G)  =  n  =  25. A chceme nalézt graf se stejným počtem vrcholů, souvislý, acyklický a
s minimálním ohodnocením. To nás vede na úlohu hledání minimální kostry grafu, která vždy
existuje v souvislém grafu a má vždy n-1 hran.
Minimální kostru grafu G získáme pomocí Primova algoritmu popsaného výše. (viz obr.6)
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Obr.6 – graf G s vyznačenou minimální kostrou
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Další důležité třídy grafů
Úplný (kompletní) graf na n vrcholech označovaný Kn je graf, ve kterém je každý vrchol
sousední se všemi ostatními vrcholy. (viz obr.7)
Úplný bipartitní graf na 1³m  a 1³n  má m+n vrcholů ve dvou skupinách (partitách),
přičemž hranami jsou pospojovány všechny m–n dvojice z různých skupin vrcholů.
Analogicky definujeme úplné multipartitní grafy. (viz obr.8)
Isomorfismus grafů G a J je bijektivní (vzájemně jednoznačné) zobrazení )()(: JVGVf ® ,
pro které platí, že každá dvojice vrcholů )(, GVvu Î  je spojená hranou v G právě tehdy, když
je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v J.
Grafy G a J jsou isomorfní, pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Píšeme JG @ .
Důsledkem pak je, že isomorfní grafy mají stejný počet vrcholů i hran.
Jestliže v definici isomorfismu grafů G a J nahradíme graf J grafem G, dostaneme zobrazení
G na sebe, které nazýváme automorfismem.
Párování v grafu G je podmnožina hran )(GEM Ì taková, že žádné dvě hrany z M nesdílejí
koncový vrchol.
Negrafické zobrazení grafu
Znázornění grafu diagramem je sice velmi názorné, ale v případě hustých grafů může být
nepřehledné. Při velkém počtu vrcholů je pak tato možnost zcela nepoužitelná.
Tedy graf vyjadřujeme pomocí souboru čísel nebo matic. Existuje mnoho možností. Uvedeme
jen dvě nejzákladnějších. Ve speciálních otázkách se používají další druhy matic přiřazených
grafům (např. matice kružnic v elektrotechnice).
2.8.1 Incidenční matice
Incidenční matice AI(G) neorientovaného grafu G s n vrcholy nuuu ,...,, 21 a m hranami
mhhh ,...,, 21  je matice typu mn ´ s prvky aik , i = 1, 2,…,n; k = 1, 2,…, m
î
í
ì=
jinak
usincidentníjehjestliže
a ikik ,0
,1
(viz př. 2)
Obr.7 - úplný graf Obr.8 - úplný bipartitní graf
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Př. 2
2.8.2 Matice sousednosti
Matice sousednosti AS(G) neorientovaného grafu G s n vrcholy je matice nn´  s prvky aik , i,
k = 1, 2,…,n
î
í
ì=
jinak
sousedníjsouuauvrcholyjestliže
a kiik ,0
,1
(viz př. 3)
Př. 3
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3. Orientované grafy
3.1 Základní pojmy
V některých případech potřebujeme u každé hrany vyjádřit její směr. To vede na definici
orientovaného grafu, ve kterém jsou hrany uspořádané dvojice vrcholů. V obrázcích kreslíme
orientované hrany se šipkami.
Orientovaným grafem G nazýváme tedy dvojici (  V,  E  )  =  G  (  V,  E  ), kde V je množina
vrcholů a E množina uspořádaných dvojic vrcholů (tj. dvouprvkových uspořádaných
podmnožin množiny V ), zvaných orientované hrany.
O orientované hraně e = uv říkáme, že má počáteční vrchol u a koncový vrchol v. Dvě hrany
uv a vu se stejnými koncovými vrcholy, avšak jinak orientované, nazýváme opačné.
3.2 Stupeň vrcholu
Počet hran, se kterými je daný vrchol v incidentní, se nazývá stupeň vrcholu v a označuje se
deg ( v ).
Protože však vrchol v může být obecně incidentní se dvěma druhy hran, a to v prvém případě
s hranami uv, kde v je počátečním vrcholem (pak mluvíme o odcházející hraně). V druhém
případě je v koncovým vrcholem (takové hrany nazýváme přicházející).
Vnějším stupněm (nebo také odcházejícím) vrcholu v rozumíme počet hran odcházející z v.
Označujeme jej )(deg v- . Podobně vnitřním (neboli přicházejícím) stupněm vrcholu
v nazýváme počet hran přicházející do v. Značíme jej )(deg v+ .
Potom )()(deg)(deg
11
Ghvv
n
i
i
n
i
i == åå
=
+
=
- , kde n je počet vrcholů orientovaného grafu a h(G)
je počet hran.
3.3 Negrafické zobrazení grafu
3.3.1 Incidenční matice
Incidenční matice AI(G) orientovaného grafu G s n vrcholy nuuu ,...,, 21 a m hranami
mhhh ,...,, 21  je matice typu mn ´ s prvky aik , i = 1, 2,…,n; k = 1, 2,…, m
ïî
ïí
ì
=Î$-
=Î$
=
jinak
vuhVvjestliže
vuhVvjestliže
a ik
ik
ik
,0
:,1
:,1
(viz př.4)
př.4
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3.3.2 Matice sousednosti
Matice sousednosti AS(G) orientovaného grafu G s n vrcholy je matice nn´  s prvky aik , i, k
= 1, 2,…,n
î
í
ì=
jinak
sousedníjsouukuodvrcholyjestliže
a kiik ,0
,1
(viz př. 5)
př. 5
3.4 Cesty, cykly
Orientovaný sled je posloupnost uzlů propojených hranami se stejnou orientací. Tedy
posloupnost Vvvv n Î,...,, 21  tvoří orientovaný sled, jestliže 1,...,1,),( 1 -="Î+ niEvv ii
Orientovaný tah je orientovaný sled, ve kterém se žádná hrana neopakuje. Orientovaná cesta
je orientovaný tah, ve kterém se neopakuje žádný vrchol.
Orientovaný cyklus je orientovaná cesta, jejíž počáteční a koncový vrchol splývají.
Délka orientovaného tahu, orientovaní cesty nebo orientovaného cyklu je počet jeho hran.
3.5 Dosažitelnost, souvislost
O vrcholu v řekneme, že je dosažitelný z vrcholu u, jestliže existuje orientovaná cesta z u do v
(( u, v )-cesta). Vrcholy u, v jsou navzájem dosažitelné, existuje-li v G součastně orientovaná (
u, v )-cesta i ( v, u )-cesta.
Vzdálenost vrcholu v od vrcholu u (označení dist( u,  v )) je délka nejkratší orientované cesty
z u do v. Obecně oproti neorientovaným grafům nejde o symetrickou funkci.
Pro orientované grafy zavádíme tři „druhy“ souvislosti.
· Orientovaný graf G nazveme silně souvislým, jestliže jinjiGVvi ¹=Î" ,,...1,),(
platí: vi je dosažitelný z vj a vj je dosažitelný z vi.
· Orientovaný graf G nazveme jednostranně souvislým, jestliže
jinjiGVvi ¹=Î" ,,...1,),(  je vrchol buď vi dosažitelný  z vj, nebo vj je dosažitelný
z vi.
· Orientovaný graf G nazveme slabě souvislým, jestliže
jinjiGVvi ¹=Î" ,,...1,),(  existuje v G neorientovaná cesta z vi do vj.
Orientovaný graf G je Eulerovský, pokud lze projít jedním uzavřeným orientovaným tahem.
Platí: G = ( V, E ) je Eulerovský Û G je slabě souvislý a vvVv -+ =Î" degdeg:
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Obr.9 - Síť
Slabou souvislost můžeme také nadefinovat pomocí pojmu symetrizace grafu. Symetrizací
orientovaného grafu G nazveme neorientovaný multigraf U(G),  který  vznikne  z G
zanedbáním orientace jeho hran. Slabě souvislý je pak každý orientovaný graf,
jehož symetrizace je souvislý graf.
Analogicky můžeme libovolný graf D orientovat, tedy každé jeho hraně přiřadit jednu
ze dvou možných orientací. Takto vzniklý orientovaný graf G( D ) pak nazýváme orientací
grafu D.
Můžeme také pro graf D definovat asociovaný orientovaný graf G(  D  ), který vznikne z G
nahrazením každé hrany dvojicí opačně orientovaných hran.
3.6 Sítě
Hranově ohodnocené orientované grafy jsou grafy, ve kterých je každé hraně přiřazeno nějaké
reálné číslo.
Vrcholově ohodnocené jsou pak grafy, kde je nějaké reálné číslo přiřazeno každému vrcholu.
Totálně ohodnocené jsou grafy, které jsou jak hranově, tak vrcholově ohodnocené.
Významnou třídou hranově ohodnocených grafů jsou sítě. Síť je takový hranově ohodnocený
graf S, jehož vrcholová množina se skládá ze tří disjunktních podmnožin: množiny zdrojů Z,
množiny ústí T a množiny průchozích vrcholů X. Přitom pro každý vrchol Zz Î  platí
0)(deg =+ z  a pro Ts Î  platí 0)(deg =- s . Ohodnocení každé hrany w je dáno kladným
reálným číslem, které nazýváme kapacitou této hrany a označujeme w(e).
Na obr.9 je zakreslena síť s vyznačeným zdrojem
z a ústím s, jejíž kapacity hran jsou zapsány čísly
u hran. Šipky udávají směr hran, tedy směr
proudění substance po spojnicích.
Můžeme tedy na sítě pohlížet jako na modely
skutečných komunikačních sítí, kde hrany
odpovídají komunikačním, nebo transportním
kanálům a vrcholy místům, kde se tyto kanály
stýkají.
3.7 Toky a řezy
Obvykle nás v síti zajímá, kolik nejvíce substance můžeme přenést ze zdroje do stoku. Proto
musíme definovat pojem toku, což je formální popis okamžitého stavu přenášení v síti.
Značení : Znak ve ®  použijeme pro  hranu e přicházející do vrcholu v a ve ¬  pro hranu e
vycházející z vrcholu v.
Tok v síti ),,,( wszGS =  je funkce +® 0)(: RGEf  splňující :
· )()(0:)( ewefGEe ££Î" [1]
· åå
¬®
=¹Î"
veve
efefszvGVv )()(:,),( [2]
· åå
¬®
=
zese
efef )()( [3]
Velikost toku v síti f je dána výrazem åå
®¬
-=
zeze
efeff )()(
Hodnota toku f(e) tedy vyjadřuje množství produktu, které za časovou jednotku proteče
hranou e.
20
Obr.10 – Síť s vyznačením toku a kapacity
Obr.11 - Síť s vyznačeným min. řezem
Obr.12 - Schéma zdvojení vrcholů
Podmínka [1] je přirozeným omezením, které říká, že hranou může protéci nejvíce tolik
produktu, kolik je její kapacita.
[2] zase stanoví, že množství produktu,
které do vrcholu přitéká, musí se rovnat
množství, které z něj odtéká.
Konečně podmínka [3] stanoví, že do ústí
přiteče právě tolik produktu, kolik ho
přiteklo ze zdroje.
Značení : Tok a kapacitu hran v obrázku
sítě budeme zapisovat ve formátu F/w(e),
kde F je hodnota toku na hraně a w(e) je
její kapacita. (viz obr.10)
3.7.1. Hledání maximálního toku :
Naším úkolem je najít co největší tok ze zdroje z do stoku s vzhledem k ohodnocení w.
Formálně hledáme fmax .
Obecně k určení maximálního toku hledáme podmnožinu hran, které nelze tokem „obejít“ a
které v součtu dávají velikost našeho toku.
Řez v síti ),,,( wszGS =  je podmnožina hran )(GEC Ì  taková, že v podgrafu G  –  C (tj.
po odebrání hran C z G) nezbude žádná orientovaná cesta ze z do s.
Velikostí řezu C rozumíme součet kapacit hran z C, tj. å
Î
=
Ce
ewC )( .
Ford-Fulkersonova věta: Maximální velikost toku v síti je rovna minimální velikosti řezu.
Příklad :  Na následujícím obrázku obr.11
si ukážeme síť s netriviálním minimálním řezem
velikosti 5, naznačeným souvislou čárkovanou
čarou. Velikost vyznačeného řezu
541 =+=C
U sítě můžeme zadat i kapacity vrcholů. To
znamená, že žádným vrcholem nemůže celkem
protéct více než povolené množství substance.
Takovou síť „zdvojením“ vrcholů snadno
převedeme na běžnou síť, ve které kapacity
původních vrcholů budou uvedeny u nových
hran spojujících zdvojené vrcholy. (viz obr.12)
3.7.2. Nenasycená cesta :
Mějme síť S a  v  ní  tok f. Nenasycená cesta je
pak neorientovaná cesta v grafu G z vrcholu
z do s, tj. posloupnost navazujících hran
meee ,...,, 21 , kde )()( ii ewef <  pro ei ve směru
ze z do s a 0)( >ief  pro ei v opačném směru.
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Obr.13 – Nenasycená cesta s minimální rezervou kapacity +1
rezerva kapacity :
Hodnotě )()( ii efew -  pro  hrany ei ve  směru  ze z do s a hodnotě )( ief  pro hrany ei
v opačném směru říkáme rezerva kapacity hran ei. Nenasycená cesta je tudíž cesta s kladnými
rezervami kapacit všech hran. (viz obr.13)
3.7.3. Algoritmus Ford – Fulkersonův pro tok v síti :
vstup síť S = (G, z, s,w);
tok f ≡ 0;
do {
prohledáváním grafu najdeme množinu U vrcholů G,
 do kterých se dostaneme z vrcholu z po nenasycených cestách;
if ( s∈ U )   {
P = (výše nalezena) nenasycená cesta v S ze z do s;
zvětšíme tok f o minimální rezervu kapacity hran v P;
 }
while ( s∈ U );
výstup vypíšeme maximální tok f;
výstup vypíšeme min. řez jako množinu hran vedoucích z U do V (G) − U
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4. Eulerovské a Hamiltonovské grafy
Eulerovský tah je tah, který obsahuje všechny hrany grafu (tj. každou hranu právě
jednou).
Hamiltonovská cesta je cesta, která obsahuje každý vrchol grafu (tj. každý vrchol právě
jednou).
4.1 Eulerovské grafy
Oblíbená dětská hříčka – nakreslit domeček jedním tahem
(viz obr.14). Zformuluje-li se tato úloha do řeči grafů, bude znít
následovně: Nalezněte v daném grafu G otevřený tah, který prochází
všemi hranami tohoto grafu. Takový tah nazýváme otevřeným
eulerovským tahem. Požadujeme-li navíc, aby tah byl uzavřený,
hovoříme o uzavřeném eulerovském tahu (nebo pouze o eulerovském
grafu či  o eulerovské kružnici – pojem kružnice v tomto případě
bereme ve smyslu uzavřeného tahu).
Pak graf,ve kterém existuje uzavřený eulerovský tah, nazýváme
eulerovským grafem.
Zpět k již zmíněné dětské hříčce.  Každý ze svých dětských let ví,
že domeček nelze nakreslit uzavřeným eulerovským tahem,
a že každý otevřený eulerovský tah začíná v jednom a končí ve druhém z obou vrcholů stupně
3, když ostatní vrcholy jsou sudého stupně.
To pochopitelně není náhoda. Procházíme-li totiž grafem po eulerovském tahu, při každém
„průchodu“ vrcholem použijeme ke „vstupu“ do vrcholu jednu hranu a k „výstupu“ z něj
hranu jinou.
Tvrzení: Obsahuje-li graf G uzavřený tah, potom má všechny vrcholy sudého stupně.
Obsahuje-li otevřený eulerovský tah, potom má právě
dva vrcholy lichého stupně.
Věta: Souvislý graf G je eulerovský právě tehdy, má-
li všechny vrcholy sudého stupně.
Příklad : Je dáno 10 kostek domina s následujícími
počty bodů na jednotlivých kostkách (1,2) (1,3) (1,4)
(1,5) (2,3) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5) (4,5). Je možné
seřadit všechny kostky za sebou? (podle pravidel
domina)
Grafová interpretace - úplný graf o 5 vrcholech,
každý vrchol zastupuje počet puntíků (viz obr.15)
Hledáme eulerovský tah, tedy všechny vrcholy musí
být sudého stupně. Což v našem případě je možné,
tudíž domina jdou poskládat za sebou.
Obr.14 - domeček
1 2
3
4
5
Obr.15 – schéma domina
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4.2 Hamiltonovské grafy
Cyklus, procházející všemi vrcholy grafu, se nazývá hamiltonovský. Graf, který obsahuje
hamiltonovský cyklus, je zván hamiltonovský.
Oreho věta: Nechť G je graf s n vrcholy, kde n ≥ 3, a nechť pro každé dva různé nesousední
vrcholy u, v platí deg(v) + deg(u) ≥ n. Potom G je hamiltonovský.
Následůjící Diracova věta je speciálním případem Oreho věty.
Diracova věta: Nechť G je graf s n vrcholy, n ≥ 3, a nechť ∂(G) ≥ n/2. Potom G je
hamiltonovský.
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Závěr:
Teorie grafů je moderní a rychle se rozvíjející oblast matematiky. Jejích poznatků a aplikací
se užívá v mnoha dalších disciplínách.
Pomocí ní se popisují neuronové sítě a problémy expertních systémů. Je obsažena i v různých
hříčkách a hlavolamech.
Ve své práci jsem se zabývala optimalizačními úlohami na grafech. A to řešením toku sítě pro
orientované grafy a hledáním minimální kostry pro neorientované grafy. Jejich využití je
značné a ve své podstatě jednoduché.
Na závěr jsem se zabývala eulerovkým a hamiltonovským grafem. Což jsou problémy, se
kterými se běžně setkáváme a intuitivně řešíme.
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Seznam použitých zkratek a symbolů:
AI(G) incidentní matice grafu G
AS(G) matice sousednosti grafu G
aik prvky matice
C řez
Cn cyklus na n vrcholech
D libovolný graf
∂(G) nejměnší stupeň vrcholu
∆(G) největší stupeň vrcholu
deg(v) stupeň vrcholu v
deg -(v) vnější stupeň vrcholu v
deg +(v) vnitřní stupeň vrcholu v
diam(G) průměr grafu G
dist(u,v) vzdálenost vrcholů u a v
E množina dvouprvkových podmnožin množiny V
e→v hrana e přicházející do vrcholu v
e←v hrana e vycházející z vrcholu v
e, f, h označení hrany
ecc(u) excentricita vrcholu u
f tok v síti
F hodnota toku na hraně
F(V,E') faktor grafu
G graf
G(D) orientovaný graf G vzniklý orientací grafu D
h(G) počet hran grafu G
H(V',E') podgraf grafu G(V,E)
I(V',E') indukovaný graf
Kn úplný graf
M podmnožina hran
n počet vrcholů grafu
Pn cesta na n vrcholech
rad(G) poloměr grafu G
S síť
s vrchol z množiny ústí
Tn graf na n vrcholech
T kostra grafu
T množina ústí
U(G) symetrizace orientovaného grafu G
u, v označení vrcholů
V neprázdná množina vrcholů
w ohodnocení hran
X množina průchozích vrcholů
Z množina zdrojů
z vrchol z množiny zdrojů
